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五軸工具機旋轉軸組裝誤差基於
非線性方程式擬合方法之 Digital 
Twins 精度誤差模擬與補償系統

本文在於建立一個數學模型與人機介面，以開發一套五軸工具機的數位雙生 (Digital 
Twin) 同動誤差模擬與分析系統。五軸精度誤差檢測通常參照 ISO 10791-6 的同動路徑，本

研究利用機器學習的非線性回歸方法，深入探討工具機在旋轉軸上的補償參數，以及它們與

最終同動 路徑誤差之間的關聯性，機器學習被應用於尋找這些關聯性和參數之間的非線性關

係。模型 可以在驗證過程中自動調整補償參數，以實現更優化的同動精度，使系統能夠更迅

速地適應 不同工具機型號的誤差補償，識別影響五軸工具機同動誤差的關鍵參數，並通過誤

差補正， 提高五軸工具機的同動精度。

一、研究背景

目前國內外對五軸工具機進行補償的

方式非常多，使用之量測儀器如 ball-bar、

IBS R-test、雷射干涉儀等等，誤差數學模

型建立的方式也琳瑯滿目，像是齊次座標轉

換 HTM 透過堆疊工具機機構練的方式，將

各軸向誤差堆疊形成一座標轉換矩陣，包含

之誤差可達 43 項。但要把 43 項誤差全部解

析現今是有困難的，因此只能透過分析誤差

敏感度，來找出對工具機誤差影響較大的誤

差項來進行補償，如何利用有限的誤差項來

降低工具機誤差在數學上是一大難題。

二、研究動機與目的

機台補償值需要透過外部儀器進行量

測，旋轉軸則根據 ISO 10791-6 進行量測，

有使用 Ball Bar (Tsutsumi, 2003)，或是 IBS 

R-test(Józwik, 2018)，進行三軸同動或五軸

同動量測。誤差數學建模大多採用齊次座標

轉換 (Homogeneous transformation matrix) 來

計算誤差 (Jiang, 2015)，以機構練堆疊刀尖

點到工件座標之相對座標，並以一個 4×4 

的矩陣來描述刀尖點與工件的運動，如上述

要把所有的誤差項全部解析是有困難的。

使用量測儀器不同於上述一般市

售 儀 器， 採 用 Jywe 團 隊 開 發 之 Laser 

R-test(Jywe, 2012)， 與市售儀器不同之處在

於其量測為非接觸式，可避免掉接觸式量測

帶來的誤差，且架設容易， 並提出旋轉軸誤

差模型全新的計算方式，使用機器學習多非

線性方程式回歸擬合方法對量測路徑的誤差

曲線進行擬合的計算方法，可以自動調整補

償參數，有效的降低五軸同動誤差， 改善工

具機的加工誤差，增加工件精度。並建立一

套人機介面來模擬誤差於空間中的軌跡， 讓

誤差可視化。

馮郁展、黃亮傑、覺文郁

關鍵詞：靜態誤差、非接觸式光學量測、非線性方程式擬合、R-Test
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一、工具機誤差種類

根據 ISO 230-1 與 ISO 230-7 五軸機誤

差種類分為線性軸誤差 (ISO 230-1) 以及旋

轉軸誤差 ( ISO 230-7)， 旋轉軸如 A、C 軸，

旋轉軸運動時會產生六個方向的自由度誤

差，如 C 軸旋轉時，X、Y、Z 方向的誤差

(EXC、EYC、EZC)，組裝旋轉軸時元件之

間產生的五個自由度誤差，如 C 軸往 X、Y 

方向之誤差 (XOC、YOC)，以及往 A、B、

C 方向之誤差 (COC、BOC、AOC)，故兩旋

轉軸共二十二項誤差，如下圖一。

二、誤差量測與分析

五軸誤差量測又分為直接量測以及間

接量測，直接量測指的是針對單項誤差進行

量測 (Schwenke, 2008)，利用像是雷射干涉

儀、角度規、千分錶等等的儀器，比如線性

軸定位 (EXX、EYY、EZZ 等 ) 利用雷射干

涉儀，直接量測可以將不同誤差一個一個

量測，可以有效分離出各項誤差，缺點是

一項誤差就需量測一次，在效率上非常慢。

間接量測則是針對刀尖點運動來分析是哪

些誤差源疊加導致 (Ibaraki, 2012)，在單次

儀器架設量測行程就可檢測多項誤差，並

利用上述數學模型之逆向運動解出多項誤

差，為現今最具效率的檢測方式。使用儀器

像是 Double Ball-Bar、雷射追蹤儀、Touch-

Trigger Probe 探針。

根據 ISO 230-4 透過循圓測試 (ISO 230-

4) 來量測，R-Test 循圓測試是利用三位移

傳感器量測附於主軸的精密球體，其相對應

的量測儀器有 IBS R-Test、3D Probe、Laser 

R-Test 等等接觸式與非接觸式儀器，本論文

將使用儀器為 LRT 進行量測，為非接觸式

光學感測儀器。

量測原理與系統架構

一、量測儀器原理介紹 LRT

Laser R-test 由兩大模組組成 : 1. 光學式

感測頭，由兩組雷射光源、兩個光電探測

器、一個放大器、一個 A/D 轉換器和 Wifi 

無線接口組成。2. 標準透鏡球桿，由精密球

透鏡 ( 直徑： 5mm)、球桿、支架組成。LRT 

架構圖如圖二 (Tran, 2021)。

LRT 具有以下優點： 非接觸式測量，

無磨損問題、分辨率高、配置簡單、安裝方

圖一  旋轉軸誤差 (ISO 230-7) (a) 元件誤差 (b) 位置誤差
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圖二  LRT 架構示意圖 (Tran, 2021) (a)LRT 透視圖 (b)LRT 上視圖

圖三  LRT 量測路徑規劃 (a) B 軸 K1 (b) C 軸 K2 (c) BC 同動 K4

便，適用於 A、B、C 型機台甚至是車銑複

合機的五軸同步量測。LRT 的設置是將感測

頭和標準球透鏡分別安裝在待測機台的主軸

與工作台上，透過雷射端射入標準玻璃球，

由接收端接收訊號， 分析其訊號，並轉為標

準球位移量，得量測機台之刀尖點偏移量。

標準透鏡球桿與光學式感測頭的架設

如圖二。測量原理不需要校準測量裝置和轉

台之間的同心度，儀器硬件設置完成後，將 

ISO 規範的測量路徑輸入控制器，便可根據

量測路徑量測出該軸向之誤差。

二、量測路徑規劃

本論文將以 TypeB 機型軸向為 BC 軸

之五軸工具機作為實驗目標，路徑規劃將以

三種路徑並以靜態方式量測進行實驗，根據

(ISO 10791-6) 分別為 B 軸 K1 路徑，C 軸 

K2 路徑，以及 BC 同動的 K4 路徑。

B 軸路徑如圖三 (a)，量測範圍從 0 度

至 90 度，每 10 度量測一次，C 軸路徑如圖 

三 (b)， 量測範圍從 0 度至 360 度，每 20 度

量測一次，BC 同動路徑如圖三 (c)，則是根

據上述量測角度 BC 軸搭配，例如 C 軸 20 

度 B 軸則是 10 度，C 軸 40 度時 B 軸則是 

20 度，依此類推至 C 軸 180 度 B 軸 90 度

時，B 軸再往回遞減。
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誤差模型建立與驗證

一、數學模型

( 一 ) 旋轉軸中心誤差

符號說明如表一，C 或 B 軸安裝時，起

始點 P，如式 (1)，軸線往 X/Y 方向偏移，B 

軸往 X/Z 方向偏移，也就是所謂的 XOC、

YOC、XOB、ZOB，放入 3×1 矩陣，根

據工具機補償位置定義，XOC 補償值是從 

XOB 往上計算，故 XOC 值須加上 XOB，

如式 (2)，將 C 軸的旋轉中心參數放入一個 

3×1 矩陣 Q。L  為刀長，B 軸 Z 方向的偏

移量需與刀長方向相反，故須加上刀長量，

如式 (3)， 將 B 軸的旋轉中心參數放入一個 

3×1 矩陣 S。

(1)

(2)

(3)

透過旋轉矩陣進行旋轉，式 (4) 為對 C 

軸旋轉的旋轉矩陣，式 (5) 為對 B 軸旋轉的

旋轉矩陣。(θc、θb 為 C、B 軸旋轉角度 )

(4)

(5)

起始點 P 對式 (1)~(5) 運算得出有誤差

之座標 Perror，P 點先對 C 軸進行旋轉後再對 

A 軸進行旋轉，P 扣掉 Q 對其旋轉中心進行

偏移後乘上 C 進行旋轉，再加上 Q 偏移回

原座標，B 軸亦同，對 C 軸旋轉完後，扣

掉 S 對其旋轉中心進行偏移後，乘上 B 矩

陣，再加上 S 偏移回原坐標系，如式 (6)，

得 Perror 為 B 軸或 C 軸在各角度具有誤差之

座標，Pnoerror 為無誤差之座標， 如式 (7)，

Perror 與 Pnoerror 相減可得於 BC 軸各角度具有

旋轉中心誤差之 XYZ 誤差量，如式 (8)。

(6)

(7)

(8)

( 二 ) 旋轉軸偏擺誤差

旋轉軸安裝時，軸線出現角度的偏移，

如 C 軸軸線繞的 X、Y 軸偏擺，也就是所謂

的 AOC、BOC 誤差，B 軸繞 X、Z 軸偏擺

則有 AOB、COB 誤差，本論文提出的全新

計算方式為假設對一向量旋轉，原無誤差之 

C 軸軸線向量 k→0 根據右手定則順時針旋轉

如式 (9)，如圖二，在 C 軸有 AOC 及 BOC 

誤差時，向量 k→error 如式 (10)。

(9)

(10)

B 軸之無誤差軸線向量為 J→0 如式 (11)，

而具有 AOB 及 COB 誤差之向量 J→ error 如式

(12)。

(11)

(12)



量測資訊︱No.217 81

量 

測 

技 

術

根據羅德里格旋轉公式 [53] 可得出 C 

軸偏擺誤差矩陣 Rk→ (θc) 及 B 軸偏擺誤差矩陣

RJ→ (θ)，如式 (13)、(14)，其中 cθ = cos(θ)、 sθ 

= sin(θ)、vθ  = (1 - cos(θ))，將 4.1.2 小節式

(6) 中 C 矩陣以及 B 矩陣代換即可得具有八

項旋轉軸位置誤差之矩陣，如式 (15)，得新

Perror B 軸或 C 軸在各角度具有誤差之座標， 

Perror 與 Pnoerror 相減可得於 BC 軸各角度具有

旋轉中心以及旋轉軸偏擺誤差之 XYZ 誤差

量，如式 (16)。

符號 說明 單位

Oxc C 軸安裝時，往 X 方向的偏移量 XOC mm

Oyc C 軸安裝時，往 Y 方向的偏移量 YOC mm

Ozc C 軸與 B 軸 Z 方向的距離 ZOC mm

Dac C 軸安裝時，往 A 方向的偏擺量 AOC deg

Dbc C 軸安裝時，往 B 方向的偏擺量 BOC deg

Oxb B 軸安裝時，往 X 方向的偏移量 XOB mm

Ozb B 軸安裝時，往 Z 方向的偏移量 ZOB mm

Dab B 軸安裝時，往 A 方向的偏擺量 AOB deg

Dcb B 軸安裝時，往 C 方向的偏擺量 COB deg

L 刀長，光學感測頭至主軸頭距離 mm

θb B 軸角度伺服命令 deg

θc C 軸角度伺服命令 deg

Xo X 軸無誤差之座標位置 mm

Yo Y 軸無誤差之座標位置 mm

Zo Z 軸無誤差之座標位置 mm

Xv X 軸具有誤差之座標位置 mm

Yv Y 軸具有誤差之座標位置 mm

Zv Z 軸具有誤差之座標位置 mm

Xe X 軸誤差 mm

Ye Y 軸誤差 mm

Ze Z 軸誤差 mm

表一  符號說明表

(13)

(14)

(15)

(16)
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二、誤差分析

( 一 ) 多非線性方程式曲線擬合

nlinmultifit 函數是 MATLAB 中用於多

變量非線性最小二乘問題求解的函數，它可

以用於擬合各種非線性模型。主要涉及到非

線性優化、最小二乘法、梯度下降法、牛頓

法、阻尼牛頓法等一些數學原理。其中，最

小二乘法是一種常見的回歸分析方法，通過

最小化殘差平方和來確定最佳擬合曲線。

梯度下降法則是一種常用的優化算法，通

過不斷調整參數值來逐步降低目標函數的

值。牛頓法則是一種求解非線性方程組的

經典算法，它利用一階導數和二階導數來

逐步逼近解，其計算原理基於高斯 - 牛頓算

法和 Levenberg-Marquardt 算法，通過反覆

迭代來優化非線性模型的參數，使得模型

預測值和實際觀測值之間的加權殘差平方

和最小化，從而實現對誤差數據的擬合。

nlinmultifit 的求解過程分為以下幾步：

1. 首先，定義模型函數並初始化模型參

數。模型函數是一個關於輸入變量和模

型參數的非線性函數，輸入模型如 4.1 小

節所推導，將八項旋轉軸誤差設定為模

型參數，並設定初始模型參數皆為零。

2. 根據數據集，構建殘差函數。殘差函數

是實際觀測值和模型預測值之間的差

異，用於評估模型擬合的好壞。殘差函

數通常由目標函數和模型函數構成，目

標函數用於最小化殘差平方和。

3. 使 用 高 斯 - 牛 頓 算 法 或 Levenberg-

Marquardt 算法對模型參數進行優化。這

兩種算法均為迭代算法，其中高斯 - 牛

頓算法基於牛頓法，通過近似目標函數

的 Hessian 矩陣來加速收斂速度，但在某

些情況下可能會出現不穩定的情況。而 

Levenberg-Marquardt 算法則通過引入阻

尼項來平衡牛頓法和梯度下降法，以實

現更穩定的迭代過程。

4. 根據優化後的模型參數，計算擬合結

果，並輸出擬合報告。擬合結果可以包

括擬合參數、擬合函數、擬合曲線等。

擬合報告包括優化狀態、收斂情況、殘

差等統計信息，擬合參數即是模型推導

中的八項誤差值。

( 二 ) 擬合評估指標

觀察擬合結果的指標可以幫助我們評估

模型的適用性和可靠性，以及進一步優化模

型。例如，擬合度可以告訴我們模型與實際

資料的適應度，如果擬合度很低，則模型可

能無法準確地描述數據。而殘差則可以告訴

我們模型是否存在高度的預測誤差，如果殘

差分佈不均勻， 則模型可能需要更複雜的形

式來進行擬合。因此，觀察這些指標可以幫

助我們確定模型的可靠性，並進一步改進模

型。本論文將採用下列 4 項指標來評估模型

的可靠性。

1. 擬合度 (Goodness of fit): 衡量模型與實

際數據之間匹配程度的指標，通常用 

R-squared 或 adjusted R-squared  表 示，

擬合度越接近 1，表示模型與數據的匹配

程度越好。

2. 殘差 (Residuals): 指的是實際觀測值和模

型預測值之間的差異，通常用於檢查模

型是否符合擬合數據，如果殘差很大，

代表模型無法很好地解釋觀察到的數
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據。此外，殘差也可以用來檢查模型是

否存在系統性誤差 ( 例如過度擬合 )。

3. 均 方 根 誤 差 (Root-mean-square error; 

RMSE): 這是一個衡量實際觀測值和模型

預測值之間誤差的指標，用來評估模型

的預測能力。在非線性最小二乘法中，

均方根誤差可以表示觀測值與預測值之

間的平均差異，數值越小表示模型的預

測能力越準確。

4. 置信區間 (confidence intervals): 置信區間

給出了參數估計的不確定性範圍，也可

以用來檢驗是否有顯著的參數。如果置

信區間包含零，則說明相應的參數不顯

著，反之則是顯著的。當模型的置信區

間越小，說明模型的參數估計越精確，

模型的擬合效果越好。

補償結果

一、補償結果

本章節將根據第二章第二小節所規劃

之量測路徑來進行旋轉軸誤差量測與補

償，在機台初始狀態進行量測，B 軸量測

結果如圖四，C 軸量測結果如圖五，BC 

軸同動量測結果如圖六，可以看到補償前 

B 軸總成誤差 28 μm，C 軸 48 μm，BC 同

動誤差 41 μm，補償後 B 軸最大總成誤差

降低至 5 μm，C 軸降低至 4 μm，BC 軸同

動降低至 7 μm。

圖四  K1 誤差曲線

圖五  K2 誤差曲線
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圖六  K4 誤差曲線

二、擬合結果

表二 顯示了考慮 K4 數據情況下的擬合

度，各軸的擬合度皆有不錯的表現，均方根

誤差都在 1μm 左右，圖七顯示了殘差分布

的情況，並無明顯趨勢且分散於零點上下，

圖八顯示了擬合的情形。

路徑 曲線 擬合度 均方根誤差 (RMSE)

K1
X 軸 0.9608 1.09E-03
Y 軸 0.7759 9.26E-04
Z 軸 0.9685 1.68E-03

K2
X 軸 0.9946 1.24E-03
Y 軸 0.9961 1.08E-03
Z 軸 0.8818 1.02E-03

K4
X 軸 0.9823 1.72E-03
Y 軸 0.9953 9.96E-04
Z 軸 0.9885 1.66E-03

表二  擬合度與均方根誤差

圖七  殘差分布圖
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結論與未來展望

一、結論

五軸工具機同動誤差是影響加工精度的重要因素之一，本篇論文提出了一套數學模型， 

以及建立了一個人機介面，可以即時模擬五軸同動誤差，並提出了一種基於非線性方程式擬

合的方法進行誤差補償，有效提升五軸工具機同動精度。以下是本篇論文的結論：

1. 五軸工具機同動誤差模擬與分析系統可以即時模擬中五軸同動誤差，主要數學模型為基於

羅德里個旋轉公式之座標轉換，建立計算工具機之誤差座標值，並與原座標值進行相減，

來得到誤差值。實驗結果表明，本系統可以正確模擬最終 K1、K2、K4 檢測結果，模擬與

實際誤差小於 1 μm 。

2. 基於非線性方程式擬合的回歸分析方法，如最小二乘法、梯度下降法、牛頓法、阻尼牛頓

法等方法對量測到的誤差值進行曲線擬合，通過量測結果有效分離出正確旋轉中心以及旋

轉軸偏擺誤差之補償值，輸入於控制器中使五軸同動誤差小於 10 μm，降低了 80 % 的誤差

量，有效地提高五軸工具機的加工精度。

3. 有效地提高五軸工具機的加工精度，並且可以應用於各種類型的五軸工具機。包括一般常

用之 TypeB 機型，且在量測速度以及誤差分析的準確度都優於市售儀器。

二、未來展望

1. 將該方法與其他優化算法相結合，或者於擬合過程中以剩餘的殘差中分析補償結果並加入

權重進行迭代，使擬合度可以提升，進一步提高五軸工具機的加工精度。此外，還可以考

慮將該方法應用於其他領域中的數據分析和誤差修正等問題。

2. 將更多的工具機誤差類型納入數學模型中，以進一步提高五軸工具機的加工精度。同時，

可以探索如何將其他先進的技術應用於五軸工具機同動誤差模擬與分析系統中，例如人工

智能、機器學習、Chat GPT 等技術，以提高系統的自動化程度和準確性。此外，還可以考

慮如何將該方法應用於其他類型的工具機或其他領域中的數據分析和誤差修正等問題。

圖八  誤差擬合曲線
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3. 本文所提出的方法還可以進一步優化，例如可以考慮如何減少誤差測量的時間和成本並建

立一套標準量測路徑以及 SOP，以及如何提高誤差測量的精度和可靠性。此外，還可以

考慮如何將該方法應用於其他類型的工具機。未來研究方向包括將該方法應用於實際生產

中、優化算法相結合、減少誤差測量時間和成本、提高誤差測量精度和可靠性等。

4. 海德漢控制器中補償角度偏擺的 option，其實是需要額外付費購買的，且價錢不斐， 於一

些加工大廠應用上，如果每台專用機都要購買此項功能來針對誤差角度偏擺誤差做補償，

其實是一筆非常大的成本，現今我們已經可以計算出具有偏擺誤差時，其刀尖點於各位旋

轉角度的偏移量，或許可以透過修改 NC 加工路徑，或者其他控制器原有的功能來達到相

同的補償效果。
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